
张志忠华东师范大学



1、支持向量机回顾

2、支持向量机对偶形式
3、软间隔支持向量机

4、非线性支持向量机

5、作业



1、支持向量机回顾



• 支持向量机
函数间隔:

几何间隔：

取 !γ =

几何间隔

函数间隔



• 支持向量机

凸优化问题：

凸规划的任何局部最优解就是全局最优解



2、支持向量机对偶形式



拉格朗日对偶
如何求解： 1
在约束最优化问题中，常常利用拉格朗日对偶性
(Lagrange	duality)将原始问题转换为对偶问题，通过解
对偶问题得到原始问题的解



拉格朗日对偶

原始问题 对偶问题

极大极小问题极小极大问题

x*，和α*，β*分别是原始问题和对偶问题的解的充分必要条件是x*，和
α*，β*满足karush-Kuhn-Tucker(KKT)条件：
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互补松弛条件：



学习的对偶算法
定义拉格朗日函数

原问题：极小极大，对偶问题：极大极小



拉格朗日目标函数：

求偏导2
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新的约束条
件



学习的对偶算法
求 对α的极大，即是对偶问题：

2对偶形式能够便
于我们求解非线
性问题



定理：设 是上述最优化问题的最优解，存在下标j, 

使得 并可按下式求解原始问题的最优解
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证明：

由 KKT 条件：

互补松弛条件



学习的对偶算法
由此定理可知，分离超平面可以写成：

分类决策函数可以写成：

这就是说，分类决策函数只依赖于输入x和训练样本输
入的内积，上式称为线性可分支持向量机的对偶形式.



线性可分支持向量机学习算法
输入：线性可分训练数据集

输出：最大间隔分离超平面和分类决策函数

1、构造并求解约束最优化问题

求得最优解：



线性可分支持向量机学习算法
2、计算

 并选择α*的一个正分量 ，计算



3、求得分离超平面

 分类决策函数



支持向量
考虑原始优化问题和对偶优化问题，

将数据集中对应于

称为支持向量
的样本 的实例xi

支持向量一定在分割边界上，由KKT互补条件：

对应于

或

的样本 xi



请写出对偶形式，并求解



例子：
正例点 负例点

解：对偶形式

将 带入目标函数并记为



例子：
对 求偏导数，并令其为0，易知 在

取极值，但该点不满足约束条件
应在边界上达到

，所以最小值

当 时，最小值

时，最小值

在

当

于是

这样

获得极小，

对应的实例向量为支持向量



例子：
计算得：

分离超平面为：

分类决策函数为：



软间隔支持向量机



二、线性支持向量机与软间隔最大化
训练数据中有一些特异点（outlier），不能满足函数间
隔大于等于1的约束条件。

解决方法：对每个样本点

使得函数间隔加上松弛变量

大于等于1，约束条件变为

引进一个松弛变量

目标函数变为：

C	>	0	为惩罚参数



线性支持向量机与软间隔最大化
线性不可分的线性支持向量机的学习问题：

3

可证明w的解是唯一的，b不是，
设该问题的解是w*,b*,可得到分离超平面和决策函数



线性支持向量机与软间隔最大化
3原始问题 的拉格朗日函数：

其中：

对偶问题是拉格朗日函数的极大极小问题

首先求 对w,b,ξ的极小，由

 得： 带
入

一致的

新的条件



线性支持向量机与软间隔最大化
得：

再对 求α的极大，得到对偶问题：



线性支持向量机与软间隔最大化
3原始问题 的对偶问题：

4

定理：

设
α*的一个分量

4是对偶问题 的一个解，若存在
，则原始问题的解w*,b*



线性支持向量机学习算法
输入：线性不可分训练数据集

输出：分离超平面和分类决策函数

1、构造并求解约束最优化问题

求得最优解：



线性支持向量机学习算法
2、计算

 并选择α*，适合条件 ，计算



3、求得分离超平面

 分类决策函数



KKT 条件：

C-a*-u*=0

间隔边界

误分类点

线性不可分的情况下



合页损失函数hinge loss function
线性支持向量机学习还有另外一种解释，就是最小化以
下目标函数：

第一项：

称为合页损失函数



合页损失函数hinge loss function
线性支持向量机原始最优化问题:

等价于：



线性SVM：处理线性可分问题

非线性可分问题



 非线性问题往往不好求解，所以希望能用解线性分类
间题的方法解决这个问题。

采取的方法是进行一个非线性变换，将非线性问题变换
为线性问题，通过解变换后的线性问题的方法求解原来
的非线性问题。



大家计算一下 <T(X1) ,T(X2)>?





大家计算一下 <T(X1) ,T(X2)>?

多项式核



非线性支持向量机与核函数
用线性分类方法求解非线性分类问题分为两步:

首先使用一个变换将原空间的数据映射到新空间;
然后在新空间里用线性分类学习方法从训练数据中学习
分类模型。

核技巧就属于这样的方法

核技巧应用到支持向量机，其基本想法：

通过一个非线性变换将输入空间(欧氏空间R”或离散集合)
对应于一个特征空间(希尔伯特空间)，使得在输入空间中
的超曲面模型对应于特征空间中的超平面模型(支持向量
机)。分类问题的学习任务通过在特征空间中求解线性支
持向量机就可以完成.



非线性支持向量机与核函数
核函数定义：

设X是输入空间(欧氏空间Rn的子集或离散集合)，又设
H为特征空间(希尔伯特空间)，如果存在一个从X到H的
映射

使得对所有

函数K(x,z)满足条件

则称
式中

为核函数， 为映射函数，
为 和 的内积



非线性支持向量机与核函数
核技巧的想法是：

在学习与预测中只定义核函数K(x,z)，而不显式地定义
映射函数，通常，直接计算K(x,z)比较容易，而通过
和 计算K(x,	z)并不容易。

注意：φ是 输入空间Rn到特征空间H的映射，特征空间
H一般是高维，映射可以不同。



非线性支持向量机与核函数
例：

假设输入空间是R2，核函数是
相关的特征空间H和映射

,试找出其

解：

可以取：

容易验证：



非线性支持向量机与核函数
例：

假设输入空间是R2，核函数是
相关的特征空间H和映射

,试找出其

解：

同样：

都满足条件。



核函数在支持向量机的应用
注意到：

线性支持向量机对偶问题中，无论是目标函数还是决策
函数都只涉及输入实例和实例之间的内积。

目标函数中的内积 用核函数

代替，目标函数：

决策函数：



正定核
问题：

己知映射函数φ，可以通过 和 的内积求得核函数
K(x,z).

不用构造映射φ,	能否直接判断一个给定的函数K(x,z)是不是核
函数?

或者说，函数K(x,z)满足什么条件才能成为核函数?
假设K(x,z)是定义在X*X上的对称函数，并且对任意的

K(x,z)关于 的Gram矩阵是半正定的，可以依据函
数K(x,z)，构成一个希尔伯特空间(Hilbert	space)；

其步骤是首先定义映射φ ，并构成向量空间S，然后在S上定
义内积构成内积空间;	最后将S完备化构成希尔伯特空间.

判断的依据



常用核函数
1、多项式核函数（Polynomial	kernel	function)

对应的支持向量机为P次多项式分类器，分类决策函数：

2、高斯核函数 （Gaussian	Kernel	Function)

决策函数：



常数项是非常关键的





非线性支持向量机学习算法
输入：线性不可分训练数据集

输出：分类决策函数

1、选取适当的核函数和参数C，构造最优化问题：

5

求得最优解：



非线性支持向量机学习算法
2、并选择α*，适合条件 ，计算



3、构造决策函数

当K(x,z)是正定核函数时， 是凸二次规划问题，解5
是存在的。



Q	&	A


